
4/15/14	   1	  B.	  Cohen	  

Improving	  the	  Efficiency	  of	  Kine4c	  
Simula4on	  of	  Plasmas*	  

	  	  
Bruce	  I.	  Cohen	  	  

Lawrence	  Livermore	  Na8onal	  Laboratory,	  Livermore,	  CA	  
94550	  

	  

Interna4onal	  Workshop	  on	  Mul4scale	  Modeling	  and	  Simula4on	  
April	  25,	  2014	  -‐	  April	  27,	  2014	  
IPAM,	  UCLA,	  Los	  Angeles,	  CA	  	  

*In	  collabora8on	  with	  R.	  Caflisch,	  A.	  Dimits,	  M.	  Rosin,	  and	  L.	  Ricketson.	  This	  work	  was	  performed	  	  
	  	  under	  the	  auspices	  of	  the	  U.S.	  Department	  of	  Energy	  under	  contract	  DE-‐AC52-‐07NA27344	  at	  the	  	  
	  	  Lawrence	  Livermore	  Na8onal	  Laboratory	  and	  DE-‐FG02-‐05ER25710	  at	  UCLA.	  	  	  	  	  	  	  	  
	  	  
	  	  LLNL-‐PRES-‐652467	  



4/15/14	   2	  B.	  Cohen	  

Mul4scale	  Mathema4cs	  for	  Plasma	  Kine4cs	  	  
Spanning	  Mul4ple	  Collisionality	  Regimes	  

•	  A	  very	  high	  frac8on	  of	  the	  universe	  is	  in	  the	  plasma	  state	  
	  
•	  Plasma	  phenomena	  are	  complex	  and	  highly	  nonlinear,	  and	  	  
	  	  	  characterized	  by	  enormous	  ranges	  of	  8me	  and	  space	  scales	  
	  
•	  Plasmas	  exhibit	  a	  range	  of	  collisionality:	  	  when	  collisional	  mean-‐free-‐	  
	  	  	  paths	  are	  short,	  plasmas	  behave	  as	  fluids;	  and	  when	  collisional	  mean-‐	  
	  	  	  free	  paths	  are	  long,	  plasmas	  behave	  kine8cally	  
	  
•	  Coulomb	  collisions	  are	  a	  significant	  bo^leneck	  in	  simula8ons,	  which	  	  	  	  
	  	  	  mo8vates	  the	  development	  of	  advanced	  algorithms	  

Tokamak	  plasma	  
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Improving	  the	  Efficiency	  of	  Kine4c	  
Simula4on	  of	  Plasmas-‐-‐	  Outline	  

•	  	  Basic	  Monte	  Carlo	  algorithms	  for	  compu8ng	  Coulomb	  collisions	  in	  	  	  	  	  
	  	  	  	  par8cle	  simula8on	  of	  plasmas	  
	  	  	  	  -‐	  Binary	  collision	  methods	  
	  	  	  	  -‐	  Langevin	  collision	  methods	  	  (stochas8c	  differen8al	  equa8ons)	  
	  	  
•	  	  Fluid-‐kine8c	  methods	  using	  binary	  collisions	  methods	  
	  	  	  	  	  -‐	  Fluid-‐par8cle	  representa8on	  of	  velocity	  distribu8on	  func8on	  
	  	  	  	  	  -‐	  Collisions	  and	  thermaliza8on/dethermaliza8on	  
	  	  	  	  	  -‐	  Rela8ve	  entropy	  and	  thermaliza8on	  criterion	  
	  	  	  	  	  -‐	  Results	  for	  a	  test	  problem	  
	  
•	  	  	  Higher-‐order	  methods	  for	  Langevin	  collision	  methods	  (SDEs)	  	  	  
	  	  	  	  	  -‐	  Lowest	  order:	  Euler-‐Murayama	  
	  	  	  	  	  -‐	  Higher	  order:	  Milstein	  
	  	  	  	  	  -‐	  Higher	  order	  in	  mul8ple	  dimensions	  èLevy	  areas	  
	  
•	  	  	  Mul8-‐level	  Monte	  Carlo	  (MLMC)	  for	  Langevin	  methods	  (SDEs)	  
	  	  	  	  	  	  -‐	  Combining	  solu8ons	  for	  different	  8me	  steps	  
	  	  	  	  	  	  -‐	  Using	  an8the8c	  variables	  to	  remove	  the	  need	  for	  Levy	  areas	  
	  	  	  	  	  	  -‐	  	  Results	  for	  test	  problems	  
	  
•	  	  Summary	  
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•  Coulomb	  collisions	  are	  computed	  in	  many	  different	  ways:	  
–  Binary:	  Takizuka	  &	  Abe	  ’87,	  Nanbu	  ’97,	  Dimits	  ’09	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  

Veloci8es	  of	  pairs	  of	  par8cles	  are	  sca^ered	  through	  a	  small	  random	  
angle	  with	  given	  variance	  in	  center	  of	  mass	  frame	  

–  Con8nuum	  representa8on:	  	  Abel	  ‘08,	  Xiong	  ’08	  
	  	  	  	  	  Landau-‐Fokker-‐Planck	  PDE	  in	  velocity	  variables	  is	  solved	  	  
	  
–  Langevin	  equa8ons	  (SDEs):	  Rognlien	  ‘80,	  Jones	  ‘96,	  Manheimer	  ‘97,	  

Lemons	  ‘09,	  Cohen	  ’06,’10	  	  	  	  
	  	  	  	  	  SDEs	  are	  solved	  for	  test	  par8cles	  with	  drag	  and	  diffusion	  determined	  	  	  
	  	  	  	  	  from	  moments	  of	  the	  field	  par8cles	  computed	  on	  a	  spa8al	  grid	  

!t f + v "#x f + a "#v f =C $f , f( ) = %#v "Fd ( $f ) f + !2

!v!v
:D2 ( $f ) f

!v(t) =Fd (v)dt +D(v) "dW(t),Fd = deterministic drag, dW(t) = stochastic 

Basic	  Monte	  Carlo	  Algorithms	  for	  	  
Compu8ng	  Coulomb	  Collisions	  	  
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Hybrid	  Algorithm	  for	  Binary	  Collisions	  

______________________________	  
1R.	  Caflisch	  et	  al.,	  Mul8scale	  Model.	  Simul.	  7,	  865	  (2008)	  
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Interac8on	  of	  m	  and	  k:	  thermaliza8on	  	  
and	  dethermaliza8on	  
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Hybrid	  Method:	  Thermaliza8on/dethermaliza8on	  	  
Algorithm	  (cont’d)	  
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Hybrid	  Method:	  Thermaliza8on/dethermaliza8on	  	  
Algorithm	  (cont’d)	  
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Example	  Computa8on:	  Collisional	  Relaxa8on	  
of	  a	  Bump	  on	  Tail	  

•	  The	  hybrid	  scheme	  achieves	  improvements	  of	  5-‐40x	  over	  full	  PIC	  depending	  on	  the	  
	  	  	  level	  of	  accuracy	  desired.	  

8me	  è	  
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	  Higher-‐order	  Methods	  for	  Langevin	  	  
Collision	  Methods	  (SDEs)	  	  
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Lowest-‐order	  Methods	  for	  Langevin	  	  
Collision	  Methods	  
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Higher-‐order	  Methods	  for	  Langevin	  	  
Collision	  Methods	  (cont’d)	  	  
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Whether	  Higher-‐order	  Discre8za8ons	  Are	  Useful	  Is	  
Related	  to	  Strong	  and	  Weak	  Convergence	  	  	  
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Applica8on	  of	  Milstein	  Scheme	  to	  MC	  Coulomb	  
Collisions	  for	  Spherical	  Coordinates	  in	  a	  Fixed	  Frame	  



4/15/14	   15	  B.	  Cohen	  

Accurate	  Evalua8on	  of	  2D	  Area	  Integrals	  Involved	  in	  
Mul8-‐dimensional	  Milstein	  Method	  
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Applica8on	  of	  Milstein	  Scheme	  to	  MC	  Coulomb	  
Collisions	  –	  Test	  Problem	  Results	  
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Mul8-‐level	  Monte	  Carlo	  (MLMC)	  for	  Langevin	  Methods	  	  
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Mul8-‐level	  Monte	  Carlo	  Basics	  

•	  The	  number	  of	  samples	  Nl	  at	  each	  8me	  level	  scales	  as	  O(Δt)	  	  
	  	  	  for	  Euler	  and	  O(Δt3/2)	  	  including	  Milstein	  terms,	  i.e.,	  fewer	  samples	  
	  	  	  are	  computed	  as	  the	  8me	  step	  is	  refined.	  
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Comparison	  of	  Direct	  Euler,	  MLMC	  	  
and	  MLMC	  with	  Milstein	  on	  a	  Test	  Problem	  	  

2D	  Coulomb	  Collisions	  

•	  A	  collisional	  relaxa8on	  ini8al-‐value	  problem	  was	  studied	  
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0	  

1.	  Giles	  in	  “Monte	  Carlo	  and	  Quasi-‐Monte	  Carlo	  Method”,	  Springer-‐Verlag,	  (2006)	  

Number of 
operations to bound 
error by  

MLMC Milstein is math. provably optimal Monte Carlo scheme. 
How good is it in practice?  
 

 Error bound = 

Complexity analysis: Comparison of all methods 
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Other	  Methods:	  An8the8c	  Sampling	  and	  
Ito	  Lineariza8on	  (ref.	  Ricketson	  )	  

The	  Levy	  area	  terms	  are	  an8-‐symmetric	  wrt	  to	  sign	  changes	  in	  
the	  Brownian	  increments	  of	  the	  fine	  and	  an8the8c	  paths,	  which	  
are	  averaged,	  resul8ng	  in	  a	  cancella8on	  of	  the	  Levy	  area	  
contribu8ons	  in	  the	  MLMC-‐Milstein	  computa8on.	  
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Summary:	  Computa8onal	  Complexity	  for	  Monte	  Carlo	  
Simula8on	  of	  Coulomb	  Collisions	  in	  Plasmas	  

•  Two	  methods	  for	  Monte	  Carlo	  simula8on	  of	  collisions:	  	  

–  Binary:	  Takizuka-‐Abe	  ‘77,	  Nanbu	  ‘97	  
–  Langevin:	  Jones	  ‘96,	  Manheimer	  ‘97	  

•  Computa8on	  cost	  to	  achieve	  RMS	  error	  of	  size	  ε	  (Euler):	  	  

–  Binary:	  O(ε−3)	  at	  best,	  O(ε−4)	  at	  worst15	  
–  Langevin:	  O(ε−3)	  

•  The	  Hybrid	  Method	  reduces	  the	  computa8onal	  cost	  of	  the	  binary	  collision	  method.	  

•  Higher	  order	  methods	  (Milstein	  or	  an8the8c)	  are	  useful	  for	  Mul4level	  Monte	  
Carlo,	  and	  the	  computa8onal	  cost	  of	  the	  Langevin	  formula8on	  can	  be	  reduced	  to	  O
(ε−2(logε)2)	  or	  even	  O(ε−2),	  e.g.,	  2	  orders	  of	  magnitude	  accelera8on	  in	  examples	  

•  Future	  work	  needs	  to	  address	  the	  inclusion	  of	  both	  8me-‐evolving	  electromagne8c	  
fields	  and	  collisions	  that	  influence	  the	  plasma	  

	   	   	   	   	   	   	   	   	  	  
15Bobylev	  &	  Potapenko,	  J	  Comp	  Phys,	  2013	  
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